Problemes
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Després d’unes setmanes de pluges, d’'un radiant Sant Jordi ple de roses i llibres i, és clar, de
Parribada del bon temps, de nou un bon grapat de problemes matematics a la SCM/Noticies. En
aquesta ocasié estem amb una modesta celebracid: creuem el limit dels 150 problemes proposats,
fita gens menyspreable! En aquesta ocasi6 tindrem dos problemes de geometria sintética (proposats
per Miquel Amengual i Joaquim Nadal), d’aquells que n’hauriem de tenir prou només amb un
regle i un compas. També en tindrem un de desigualtats de polinomis molt entretingut proposat
per Xavier Ros-Otén des de Zuric. Finalment, i com és habitual en aquesta seccid, José Luis-Diaz
Barrero ens proposa una desigualtat amb nombres de Fibonacci. Segur que tots aquests problemes
ens faran passar una bona estona. Moltes gracies a tots per les vostres propostes, totes elles molt
interessants!

D’altra banda, veguem les solucions del niimero anterior. Per manca d’espai només publicarem una
mostra de les solucions rebudes, tot i que val a dir que n’hem rebut diverses i amb idees molt
diferents. Hem rebut solucions de Joaquim Nadal, d’Esteve Casas i d’Ernest Garriga; a tots ells,
moltes gracies per la feina feta i per les propostes de solucions tan maques i reeixides.

Com sempre, un recordatori: feu arribar tot el material (solucions, propostes de problemes, comen-
taris, etc.) a 'adreca de correu electronic segiient:

juan. jose.rue@upc.edu.

Aixi mateix, el material preparat en TEXo LaTEX (especialment les figures!) sera més que agrait,
ja que permetra un bon estalvi de temps de cara a 'edicié.

Problemes proposats

A149. (Proposat per Miquel Amengual Covas,

Cala Figuera, Mallorca.)

Denotem per I I'incentre d’un triangle AABC.
Demostreu, fent servir metodes purament eu-
clidians:

1. Si Al + BC =BI+CA=CI+ AB, llavors
ANABC és equilater.

2. Si % = % = %, llavors AABC' és
equilater.

3.Si Al - BC = BI-CA = CI - AB, llavors
AABC és equilater.

A150. (Proposat per Xavier Ros-Otén, Univer-
sitat de Zuric, Zuric.)

Sigui p(z) = 2" + ap_12" ' + - + a1z + ao.
Suposem que p té totes les arrels reals, i sigui
a el maxim de totes elles. Proveu que per a tot

T > a es compleix que
—1

p(x) > nlp) "
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A151. (Proposat per José-Luis Diaz Barrero,
BarcelonaTech UPC, Barcelona.)

Sigui n un enter no negatiu. Demostreu que

" n\ k—vVk:—-1 F Jon
ZJ@W T <

k=1

on F,, denota I'n-éssim nombre de Fibonacci,
definit per Fy = 0,F; = 1, i per n > 2,
Fn=F, 1+ Fho.

A152. (Proposat per Joaquim Nadal i Vidal.
Llagostera.)

Considerem dues rectes [1 i[9 que es tallen en el
punt A, i sigui P un punt a l'interior de I'angle
A. Traceu pel punt P dues rectes r1 i ro que
formin entre elles un angle recte, tal que rq
(resp. ro) talla [ (resp. ly) en el punt L (resp.
M) amb la condici6é que els triangles AAPL i
AAPM tinguin igual area.



Solucions

A145. (Proposat per Miquel Amengual Covas,
Cala Figuera, Mallorca.)

Dedicat a Carles Romero i@ Chesa. Quatre cir-
cumferéncies Oq (r1), Oz (r2), O3 (r3) y O4(r4)
sén mutuament tangents exteriorment i la recta
[ és una tangent comuna a Oj(r1), Oz (re) i
03 (7"3).

1) Expressau el valor de 4 com una funcié de
1 ide .

2) Si d és la distancia de Oy a [, provau que
d= 7T4.
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Solucié: (Solucié de Joaquim Nadal i Vidal,
Llagostera.)

Resoldrem els dos apartats alhora. Denotem
per A, B, C els punts de tangéncia de les
circumferencies Oq(r1), Oz(r2) 1 O3z(r3) amb la
recta [, respectivament. Sigui D la projeccié del
centre de la circumferéncia O4(ry) sobre [, i d
la longitud del segment O4D. Definim també
s =rq+diu =rs—d. En particular, s+u = 2ry
i s — u = 2d. El nostre objectiu sera trobar s i
u, d’on deduirem immediatament els valors de
T4 ided.

Comencem calculant la longitud del segment
AB. Pel teorema de Pitagores, és clar que

AB? + (7‘2 — 7’1)2 = (7’1 + 7’2)2,

d’on en deduim que AB =2,/r173. Analogament,
es demostra que AC' = 2,/rr3 i BC = 2,/rar3.
Com ara, a més, AB = AC + BC, tenim que
2\/rirg = 2y/r113 + 2,/rar3. Podem per tant
aillar r3 en funcié de r; i r9. En particular,
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per al nostre proposit, ens interessara la relacié
seglient (que es dedueix de anterior):

Vi _ VT "
VT3 VL

Ara calcularem la longitud AD. Novament
pel teorema de Pitagores, tenim que AD? +
(r1 — d)? = (r1 +r4)?%. Aillant AD? n’obtenim
que es compleix que AD? = (r1+74)?—(r] —d)?
= (ra+d)(2r1+r4—d), d’on trobem que AD =
V/$v2r1 + u. Analogament, podem trobar que
BD = \/5y/2r3 +u i que CD = \/5/2r3 + u.

Ara relacionem les expressions anteriors amb

aquestes. En particular, com que AB = AD +
BD i AC = AD + CD, tenim que:

AB=AD+ BD:

2,/r1r3 = /s(v/2r1 + u+2re +u), (2)
AC=AD+CD::

2/rir3 = Vs(V2r1 +u + V2r3 4 u).

Si ara dividim aquestes dues relacions, obtenim
que

VT2 N2riFu++2rm+u

VT3 V2 Fu+ 23+ u
De larelacio (1)) ara podem substituir \/r2/4/73,
amb la qual cosa tenim la relacié:

Vit V2ritut /2 +u

VT V2ri+u++2r3 +u
Manipulant aquesta expressié podem aillar el
valor de u, que és igual a:

—37’17“2

2(7“1 + ) + \/7’17"2)7

i per tant
37’17‘2
2(r1 4+ re 4+ \/1172)
r1(2y/r1 + /72)?
2(r1 + 12+ /r172)
Analogament deduim que
ra(2y/rs + /11)?
2(r1 + 12+ /r172)

Usant ara aquests valors i la relacié obtenim
finalment que

V5 =

2r1 +u = 2r —

2T2+’LL:

2y/r17ma
V2ri +u++/2r2 +u
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2,/T1T2
\/2(7"1 —+ ro + «/7“1’/“2)

riTr2

WriFrat s Amb aix0 ja hem

i per tant s =
acabat, ja que

1( n ) r1ro
rg=—(s+u)= ,
4 2 4(7“1 + 7o+ 1/7‘17“2)
1 7’/“17“2
d=—-(s—u) = = Try,
2( ) 4(r1 4+ ro + /T172) *

que és el que ens demanaven que demostréssim.

A146. (Proposat per Xavier Ros-Ot6n, Univer-
sitat de Zuric, Zuric.)

Sigui u(z) una funcié continua.

1) Demostreu que si +(u(z + h) — u(z)) és
constant per a tot h, aleshores u(z) = ax +b.

2) Demostreu que si ;5 (u(z + h) + u(z — h) —
2u(zx)) és constant per a tot h, aleshores
u(z) = ax® + bz + c.

Solucié: (Soluci6 d’Esteve Casas, Sant Celoni. )

Comencem pel primer apartat. Fent = 0 i
prenent h qualsevol, sabem que es compleix que
u(h)—u(0) = a-h, on a és un valor constant. Per
tant, com que h és un namero real qualsevol,
obtenim que u(h) = a-h + b, essent b = u(0).
De cara al segon apartat caldra treballar una
mica més. Per comencar, podem suposar que
u(0) = u(1) = 0: en cas contrari, només caldria
considerar la funcié wui(z) = wu(x) — (u(l) —
u(0))z — u(0) i és clar que si aquesta resulta
ser un polinomi de segon grau, u(z) també ho
sera.

Es també evident que si p(z) és un polinomi,
només en el cas que el seu grau sigui inferior
o igual a 2 la seva diferencia segona tal com
esta enunciada sera constant. En particular, si
suposem que u(x+h)+u(z—h)—2u(z) = 2ah?,
iu(0) = u(1l) = 0 el polinomi de segon grau que
compleix I'equacié en diferencies i aquestes dues
condicions ha de ser p(z) = ax? — ax per a un
cert valor a real.

Ara veurem que la nostra funcié u(z) i el poli-
nomi p(x) que acabem de descriure coincideixen
en els nombres enters. En efecte, si fem z = 1
i h = 1, obtenim u(2) + u(0) — 2u(1l) = u(2)
= 2a, per a un cert valor a constant. En
general, prenent h = 1, = n es té que
u(n + 1) +u(n — 1) — 2u(n) = 2a i per tant
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u(n + 1) = 2a + 2u(n) — u(n — 1). D’aquesta
manera anem determinant tots els valors de
u(n) (per valors de n enter positiu) d’una forma
que només depen de l'equacié en diferencies
que compleix. Finalment, si fem z = 0 tenim
u(h) + u(—h) — 2u(0) = 2ah?, i per tant si h
és un nombre positiu, es compleix que u(—h) =
2ah? — u(h). Aixi queda fixada la funcié per a
qualsevol valor negatiu conegut el corresponent
valor en positiu. Per tant, per als enters (tant
positius com negatius) es compleix que u(z) =
p(z).

Ara veurem que la funcié u(z) i el polinomi
p(z) també coincideixen sobre els nombres

racionals. Si fem ¢z = h = %, obtenim u (%) +
u(0) — 2u (%) = i—% Per tant, podem expressar

linealment u(2) en funci6 de u(i) més un
nombre racional que només depen de ’equacid
en diferéncies.

En general, si fem x = %

U (%) = 727‘2’; — (%) +2u (%) i per induccié

veiem que u ( ) s’expressa linealment en funcio

,h = % obtenim

k
n
de u (%) més una expressié que només depén
de lequacié en diferencies. Per tant 0 =
u(1) = u (2) s’expressa linealment com u (%)
més una fraccié algebraica (de h i de a) que
només depen de l'equacié en diferéncies. En
definitiva, u(%) només depen d’una expres-
si6 deduida de l'equacié en diferencies u(x +
h) 4+ u(z — h) — 2u(z) = 2ah?® i, per tant,
el mateix es pot afirmar de w(Z) sempre
que m sigui més petit (o igual) que n. El
mateix argument serveix per demostrar que si
m < m sén nombres enters positius i k£ és un
altre nombre enter positiu, aleshores u (k + %)
ve determinat unicament pel valor de wu(k)
ide u(l).

Veguem els nombres racionals negatius: la
relacié u (%) +u (_7]“) = 2a (%)2, previament
establerta ens permet estendre a tots els racio-
0
de la relacié de recurréncia que compleixen per
igual u(z) i p(z) i amb les mateixes condicions
inicials p(0) = p(1) = u(0) = u(l) = 0. Per
tant, u(z) = p(z) per a tot valor de x racional.

nals el fet que el valor de u( ) només depen

Finalment, a causa de la continuitat tant
de w(z) com de p(z) i el fet que el con-
junt dels nombres racionals és dens en el
conjunt dels nombres reals, s’obté que wu(zx)
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i p(x) coincideixen en tot R: si x € R i
prenem qualsevol successié {z;};>1 de nombres

racionals tals que = = lim; ., x;, aleshores
u(z) = ulimjiseox;) = limyeou(x;) =
lim; oo p(z;) = p(lim;eox;) = p(x). Aixo

demostra que u(z) i p(x) coincideixen arreu,
tal com voliem veure.

A147. (Proposat per José-Luis Diaz Barrero,
BarcelonaTech UPC, Barcelona.)

Siguin a, b, ¢ tres nombres reals positius tals que
a+ b+ c=1. Demostreu que la desigualtat

a’ b3 e
x2 + 292 +y2+222 + 22 4+ 222 —
1
9 (x2 + 92+ 22)

és certa per a tots els nombres reals positius
:1:7 y7 z

Solucié: (Solucié d’Ernest Garriga Valle. Cen-
tre Sant Pau, Mataro.)

Estudiarem una desigualtat més general, d’on
es deduira el resultat que volem veure. Siguin
X1,..., X, nombres reals positius. Per a n > 2,
indiquem per T,, = {(a1,...,a,) € [0,1]",
aj+---+a,=1}1 f: T, — R definida per

fla,...,an Z

=1

><\

Aquesta funcié és continua en el compacte
T, i, per tant, tindra un minim absolut que
anomenem m,. La vora de T, que indicarem
per TV, esta formada per la reunié, no disjunta,
de copies T,,—1 C T, on almenys un dels a;
és igual a 0. Posem T = (0,1)" (I'interior de
T,) i estudiarem f sobre la parella T} i TP.
Calcularem m,, fent induccio.

Per trobar ms, usem la notacié X = X1, Y =
Xo. Primer, veiem T4 ve donat per la relaci6
a+b=1amb (a,b) € (0,1), o parametritzat
per g(a) = (a,1 — a) amb a € (0,1). Calculant
les derivades, obtenim un tnic punt critic. Per
exemple, imposant ( fog)(a) = 0, obtenim

a = X+Y,don1 XLJFY'(JCOQ) XLJFY
iy Ara T = {( 00,0} i £(1,0) = %2
i f(0,1)= W' Per tant, my = m-

Suposem per induccié que mg,_q =
m i calculem ara m,,. Mitjancant
un multiplicador de Lagrange com el segiient
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3
F(ay,...,an,\) = 71;2 May+--+ap,—1),
el sistema segiient
F F F
or ok or
8a1 8an oA\

proporciona la solucié ap = \/g X, per a

qualsevol k entre 1 i n. A més, de la relacio

ai+---+a, =1sobté a; = Z . Aquest
k= 1

punt P, _Z (Xl,...,X )eslumcpunt
k= l

candidat a donar my, en T¢. Si fem el calcul
obtenim:

" X3 1
)= 2 S X

DY =P . 1
(Ch=1 Xr)3 (X X))

Vegem ara la vora de la regié. La restric-
ci6 de f a la vora T és de la forma
flai,..,a;—1,0,a;41,..ay,) per almenys un ¢ amb
a; = 0. El minim de f en T, és el minim de f
en T¢, ja que el minim de f en cada part de la
vora és:

1 1
> .
(Z?:ll;éi Xl)2 N (Z?:l Xl)2
Si indiquem j = (1,...,1), X = (Xy,...,X,),
tenim aleshores que
1
My = ———
(L X)?
1 1
- Ng = RIE
(X,3)2 — IXI1Pll7l
B 1
a HZ?leiZ'

Veiem també que la igualtat és assolible si i
només si X1 = Xo = -+ = X,, (que és quan
la desigualtat de Cauchy-Schwartz utilitzada
dona igualtat), i llavors ho fa en a; = 1
per a tot i. Finalment, podem tornar a la
desigualtat desitjada com a conseqiiencia dels
nostres resultats: per als valors n = 3, X12 =
22 +2y% X3 = y?+22%, X3 = 224222, obtenim
el cas de 'enunciat.

A148. (Proposat per Joaquim Nadal i Vidal.
Llagostera.)

Siguiagp =1, apr =0sik <00k <niap =
% (@p—1k—1+ an—1). Calculeu lim, o na%nm.
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Solucié: (Solucié d’Esteve Casas, Sant Celoni.)
Recordem en primer lloc la propietat segiient
dels nombres combinatoris:

(0= 062

Com a conseqiiencia directa, obtenim que
i ny i n—1 n n—1
2n\k) 2n k k—1
1 1 [(n—1 1 n—1
=5\ o=t t o1 ;
2\ 2n-1 k 2n—1\k—1

1

és a dir, que anp = 57 (), ja que satisfa les
condicions inicials i la relacié de recurréncia.

Matemots

Xavier Gracia
Universitat Politécnica de Catalunya

Recordeu que es tracta d'un joc de llengua
(vegeu l'article introductori al num. 33 de
la SCM/Noticies). Cal resoldre els enigmes
lingiiistics segiients, a partir de la definicié
donada i les pistes incloses.

Exemple: «Criteri de convergencia que s’a-
maga al jardi» (5 lletres). La resposta és
«arrel», en referencia al criteri de ’arrel sobre
la convergencia de séries de termes positius, i
també a 'arrel de les plantes del jardi.

En cas de dubte podeu trobar-ne les respos-
tes al peu de péginaﬂ

1. Pot ser angle, i també penetrant, subtil o
eixerit (menys de 5 lletres)

2. El poligon més bel-licds (8 lletres)

7
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De cara a la segona part, recordem la férmula
de Stirling, que diu que

|
lim ——— =1,

o o (2)”

En altres paraules, en el calcul del limit podem
substituir n! per 2 (n!)? per n2"2mn AT (2n)!

/ 2n 2n 2n
per 4”22(3") =2 eﬁm Per tant E2n)) pot

ser substituit per \2/; Finalment, calculem el

limit:

1 /(2n)\?
. 2 o
A, 0200 =l nog ((n!)2)

i 1 2% 1
neo o T o

3. Branca de la matematica que provoca pro-

blemes al rony6 (6)

4. Regions de l'espai que omplen la benzinera

(7 lletres)

5. Esser que governa sobre els axiomes dels

nombres reals (6 lletres)

6. Peculiaritat d’una superficie o d’un cos (14

lletres)

7. Fan una poesia amb els zeros de la funcio6 zeta

(5 lletres)

8. Problema NP-dificil que es resol anant de

ciutat en ciutat (8 lletres)

dotque .6 oot WY jedasioo Wb mogfiaeq L ;soifeltodostso .0 :luoléo € dusiisiv .8 :edormoislM els esteoqesfl
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